Wednesday, October 1, 2003 Name: My name is NobodNumerische Integration einer Cardioide.nb

Flachenberechnung

einer Cardioide
by: Irina Beitler und Maike Kuhnert

" Einleitung:

Drucken Offnen/SchlieRen

In dieser Arbeit stellen wir, Irina Beitler und Maike Kuhnert, eine Aufgabe aus dem
Gebiet der numerischen Integration vor:

Die Aufgabe besteht darin, die maximale Flache, die eine Ziege, die mit einem Seil
an einen Turm gebunden ist, als Territorium zur Verfligung steht, zu berechnen.

Die Idee der Aufage entstand im Rahmen des Comenius Projektes. Ein
internationales Mathematikprojekt, an dem unsere Schule schon seit zwei Jahren
teilnimmit.

Durch diese Aufgabe werden wir uns in das Programm Mathematica einarbeiten,
um dies somit flr zuklUnftige mathematische Zwecke effizienter nutzen zu kénnen.

u Die Integralrechnung:
— Drucken  Offnen/SchlieRen

Integralrechnung: I“
—
Mit Hilfe der Integralrechnung wird versucht der Inhalt einer krummlinig begrenzten
Flache zu ermitteln (zu Integrieren). Zum Beispiel kann man mit der
Integralrechnung eine Flache berechnen, die von der x-Achse und einem
Funktionsgraphen begrenzt ist. Weitere @ Anwendungsmdglichkeiten der
Integralrechnung sind: Rotationskoérper, Berechnung von Schwerkdrpern oder auch
Drehmomente.
Es gibt dabei mehrere Mdglichkeiten diese Integrale zu berechnen. Durch ein sehr
zeitraubendes Verfahren werden bestimmte Integrale Uber den gemeinsamen

Grenzwert von Ober- und Untersumme in einem abgeschlossenen Intervall [a, b]
zu berechnet.
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Numerische Integration: ’I"
Offnen / SchlieBen -

B

Numerische Integration kommt aus dem lateinischen und bedeutet soviel wie
zahlenmaRige Wiederherstellung eines Ganzen®. Mit Hilfe der numerischen
Integration wird eine Flache berechnet, die zwischen einem Funktionsgraph und
der x-Achse liegt. Allgemein wird diese Flache in gleichgrolde, parallel zur y-Achse
liegendende Streifen unterteilt und zwar im Intervall von [a, b]. Als nachstes wird

a
;n €N unterteilt.

das Intervall in n Teile mit der gleichen Breite h= b-

AnschlieRend werden deren Flachen berechnet und miteinander addiert. Diese
Summe der Flachen ergibt dann einen s.g. Naherungswert. Der Naherungswert
bezeichnet den Wert, welcher der Flachenmafizahl am nachsten kommt.

Integrationsverfahren: Rechteckverfahren

Offnen / SchlieRen

Mit dem Rechteckverfahren wird versucht eine Funktion f in einem Intervall [a,b]
naherungsweise durch das Addieren von Rechteckflachen zu integrieren.

Das Intervall wird von a bis b in n Teilintervalle Ax, i=1, ..., n, z.B. in n gleiche
Teilintervalle Ax, so dass nAx=b-a aufgeteilt. Die Ordinaten in je zwei
aufeinanderfolgenden Teilpunkten begrenzen einen Streifen der Breite Ax. Wahlt
man als Hohe einmal die kleinste (m), zum anderen aber die grofte (M) Ordinate
im betrachteten i-ten Teilintervall und ersetzt die Flache des Streifens durch ein
kleineres Rechteck von der Flache Axm oder ein groReres AxM, so ist die Summe
ZAxm kleiner als die gesuchte Flache, die Summe ZAXM aber grofder. Diese

werden als Untersumme und Obersumme bezeichnet.

“:, Aufgabenstellung:
Drucken  Offnen/SchlieRen

Gegebene und gesuchte Elemente: v N

Zur Berechnung der Flache, die die Ziege abgrasen soll, ist ein Turm mit dem
Radius r=5cm und ein Seil mit der Lange R=n r gegeben.

Skizze der zu berechnenden Flache:

Offnen / SchlieBen - E

B

Input » Clear[r, i, a, da]; r=1;
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cardioide = ParametricPlot]
Input > {r (Cos[t] - (;r-t) *Sin[t]), r (Sin[t] + (;r-t) *xCos[t]) },
{t, 0, 27}, AspectRatio -> Automatic];

turm = Circle[{0, 0}, r];
pflock = {PointSize[0.05], Point[{1, 0}]1};

Input
MPUC > inie = Line[{{l, r*nx}, {1, -z +7}}1;

halbkreis = Circle[{1, 0}, r*mw, {-90°, 90 °}];

u = Show[Graphics|[{turm, pflock, linie, halbkreis}],
Input >

AspectRatio -> Automatic];
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Input » £lache = Show[u, cardioide];
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m’ Berechnung der Flédche:

-
Drucken  Offnen/SchlieRen

Flachenaufteilung: _ v

Offnen / SchlieRen "

Zur leichteren Berechnung haben wir die Flache in drei Teile geteilt:
Halbkreis = A, und Kardioide = A;; und Ay;.

Input » Clear[r, t]; r=1;

cardioide = ParametricPlot]
Input > {r (Cos[t] - (;tr-t) *Sin[t]), r (Sin[t] + (;r-t) *xCos[t]) },
{t, 0, 2}, AspectRatio -> Automatic];
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turm = Circle[{0, 0}, r];
pflock = {PointSize[0.05], Point[{1, 0}]};

Input > o .
linie=Line[{{l1, r*x}, {1, —r*nw}}];
halbkreis = Circle[{1l, 0}, r*w, {-90°, 90 °}];
u = Show[Graphics[{turm, pflock, linie, halbkreis}],
Input >

AspectRatio -> Automatic] ;
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flache = Show[u, cardioide, Epilog -> {Text["I" , {2.5, 0}] ,

Text["III", {0, -2}]/ Text["II", {0, 2}]}];

Input >
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Fliache des Halbkreises: i I‘T
Offnen / SchlieBen

;

Der Radius des Halbkreises ist gleich der Lange des Seiles R=rnr.
1 R2 a2 n3r?
Ai = == ==
2 2 2

Flache der Kardioide:
Offnen / SchlieBen

Wie schon im Rechteckverfahren vorgestellt kann man die Flache der Cardioide mit
Hilfe der Obersumme berechnen. Da wir die Flache aber nicht bezlglich der x-
Achse berechnen, so wie es im Rechteckverfahren angewendet wird, sondern
bezlglich eines Kreises, in unserem Fall dem Turm, benutzen wir Dreiecke zur
Bestimmung der Flache.

Ansatz: “ |

Offnen / SchlieRen . ]

Input » Clear[r, t]; r=1;
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cardioide = ParametricPlot]
Input > {r (Cos[t] - (;r-t) *Sin[t]), r (Sin[t] + (;r-t) *xCos[t]) },
{t, 0, t}, AspectRatio -> Automatic];

y

3/

-1.5 —1 -0.5 0.5 1

turm = Circle[{0, 0}, r];
linie = Line[{{1, r*x}, {1, 0}}],
a= —7:;
8
Input » b= {Cos[a], Sin[a]};
p={(Cos[a] - (mr-a) Sin[a] - (7r-a) Cos[a] *0.3),

(Sin[a] + (;r-a) Cos[a] - (;r-a) Sin[a] *0.3)};
qg={(Cos[a] - (mr-a) *Sin[a]), (Sin[a] + (wr-a) *xCos[a]) };
dreieck = Line[{b, p, g, b}];

u = Show[Graphics[{linie, turm, dreieck}],

Input > . .
AspectRatio -> Automatic];
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flache = Show[u, cardioide,
Input > Epilog -> { Text["B", { 0.8, 0.3}], Text["P", {-1, 2.5}],
Text["Q", {-0.1, 3.05}] }];
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Flache des Dreiecks BPQ:

1
A|| = 5 tPQ
Lange des Seiles:
I=nr=b+t

Berechnung von b:

b_ 2nar
a 360°
b_ nr
a 180°
b 1
T
b= ar

Berechnung von t:

ar+t=nr
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t=nr-ar=r(r-a)

Berechnung von PQ:

PQ B 2ar

Aa  360°

PQ - 27T|’*Aa’; Fot
2n

PQ=tAa=r(r-a)Aa

Flachenberechnung durch Obersumme: I'(
> <

(N

Al = Z 1 (- a[i])? r? Aa

i=1 2

15 i T 2
:—2-r - (ﬂ_ﬁ*l) F
SEOVER
2 n n  n2

i=1

12 5 21 1

:E7r(n—F(En(n—1))+W(n(n+1)(2n+1)))
32

:ln3r2(1— n+1 1 (””)(2””)) 5 lﬂ3r2(1—1+l*2): 4

2 n 6 Nnsn Noco 2 6 6
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Flachenberechnung durch Integration: 7 A
A
1
A|| =f — (n—a)2r2da/
0 2

1 T
= —2-r2f0 (n—a)zda

—1— rzf (7r2—27r01+a2)cla
2 Jo

1
2

3
rz(aﬂ2—2a27r+ %)

0

Gesamte Flache:

Offnen / SchlieBRen

A= A|+2A||

3r2 T
= 2—r
2 "6

2

3m3r2 + 27312
6

573 r?
6
Nach beiden Verfahren ergibt sich flr r = 5 cm die maximale Flache ~ 645, 96 cm?.

Ig Entstehung des Filmes:

Drucken  Offnen/SchlieRen

Ansatz:

L))
Offnen / SchlieRen

Der Radius des Turmes wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf r = 1cm
gesetzt.
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Clear[a, n]
yachse = Line[{{0, 3}, {0, 0}}1;
xachse = Line[{{2, 0}, {-2, 0}}]:

7T

a=—;
n

n=>5;

b= {Cos[a], Sin[a]};
a = {Cos[a], 0};
o={0, 0};
dreieck = Line[{b, a, o, b}];
p={(Cos[a] - (mr-a) Sin[a] - (r-a) Cos[a] *0.3),
(Sin[a] + (mr-a) Cos[a] - (r-a) Sin[a] *0.3) };
qg={(Cos[a] - (;r-a) *Sin[a]), (Sin[a] + (;r-a) *xCos[a]) };
dreieck2 = Line[{b, p, q, b}]:;
h={(Cos[a] - (r-a) Sin[a]), Sin[a]l};
verbindung = Line[{b, h}];
k={(Cos[a] - (r-a) Sin[a]),
(Sin[a] + (;r-a) *Cos[a] - (r-a) Sin[a] *0.3) };
verbindung2 = Line[{k, p, q, k}1];
verbindung3 = Line[{h, k}]~

u = Show[Graphics|[ {dreieck, dreieck2, xachse,
yachse, verbindung, verbindung2, verbindung3}],
Epilog -> { PointSize[0.015] , Point[{ Cos[a], Sin[a]l}],
Point[{ Cos[a], 0}], Point[{ 0, 0}],
Point[{(Cos[a] - (;r-a) Sin[a] - (;r-a) Cos[a] *x0.3),

(Sin[a] + (r-a) Cos[a] - (r-a) Sin[a] *0.3)}1],
Point[{(Cos[a] - (;r-a) *Sin[a]), (Sin[a] + (;r-a) *Cos[a])}],
Point[{ (Cos[a] - (r-a) Sin[a]), Sin[a]l}],

Point[{(Cos[a] - (;t-a) Sin[a]),

(Sinf[a] + (;r-a) *Cos[a] - (w-a) Sin[a] *0.3)}1],
Text["B", {Cos[a] +0.1, Sin[a] }],

Text["K", { (Cos[a] - (;r-a) Sin[a]) +0.1,

(Sin[a] + (;r-a) *Cos[a] - (mr-a) Sin[a] *0.3) }1,

Text["Q", { (Cos[a] - (;r-a) Sin[a] - (;r-a) Cos[a] *0.3),

(Sin[a] + (mr-a) Cos[a] - (r-a) Sin[a] *0.3) +0.1}], Text["P",

{(Cos[a] - (m-a) *Sin[a]), (Sin[a] + (wr-a) *Cos[a]) +0.1}],
Text["H", {(Cos[a] - (;r-a) Sin[a]), Sin[a] -0.15}],
Text["A", {Cos[a] +0.1, 0.1}] , Text["O", {-0.1, 0.1}],
Text["sin a", {Cos[a] +0.25, 0.25}] ,

Text["cos a", { 0.4, 0.13}] }];

Input >
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P
K
° B
H
sin a
O COS «
Berechnung von PH:
PH . __
cosa=—; MitPB=t=n-a
~_PB
B P
B T—a
PH = (7 — @) » cosa
Berechnung von QK :
cosa = %; PQ=@-a)Aa
PQ

QK = (7 — a) A cosa

Berechnung von BH:

sina =

'UHw\
w/| T

K= (r-a)Aax*sina
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Koordinatenangabe:

Offnen / SchlieRen

(*Punkt b Berihrpunkt auf dem Kreisx)
kreis = Circle[{0, 0}, 1];

yachse = Line[{{0, 2}, {0, -2}}];
xachse = Line[{{2, 0}, {-2, 0}}]:;

b= {Cos[a], Sin[a]};

b
a=—;

Input > 5
a = {Cos[a], 0};
o={0, 0};

dreieck = Line[{b, a, o, b}];
u = Show[Graphics|[{kreis, xachse, yachse, dreieck}],
Epilog -> { Text["sin a", {Cos[a] +0.25, 0.25}] ,
Text["cos a", { 0.4, 0.1}] }]1;

e
COS «

b (cosa | sina)

Punkt p (Schnittpunkt der Tangente mit der Kardioide):
x — Koordinate = AO — BH

=cosa-(m-a)*sina

y — Koordinate = AB + PH

=sina+(r-a)*cosa

p(cosa-(m-a)*sina | sina+(m-a)* cosa)
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Punkt q (Endpunkt des Stlickes der Tangente an die Kardioide ):

x — Koordinate = AO - BH - QK

=cosa-(m-a)* sina-(m-a)Aa*cosa

y — Koordinate = AB + PH - P
=sina+(n-a)” cosa-(r-a)Aa’sina

g(cosa-(m-a)* sina-(m-a)Aa* cosa | sina+(n-a)* cosa-(m-a)Aa*sin)

Filmvorfihrung: A

Offnen / SchlieBen iﬁ |‘.

Clear[r, t]; r=1;

cardioide = ParametricPlot|
{r (Cos[t] - (;r-t) *Sin[t]), r (Sin[t] + (;r-t) *xCos[t]) },
{t, 0, 27}, AspectRatio -> Automatic,

DisplayFunction -» Identity];

turm = Circle[{0, 0}, r];

Input > . . .
pflock = {PointSize[0.05], Point[{1, 0}]};
linie = Line[{{1, r*x}, {1, -x*m}}];
halbkreis = Circle[{1l, 0}, r*mw, {-90°, 90 °}];
u = Show[Graphics[{turm, pflock, linie, halbkreis}],
AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction » Identity];
flache = Show[u, cardioide, DisplayFunction -» Identity];
Clear[i, n, b, p, q]
n-= 10;
b big
b= {r*Cos[— *i] , r*Sin[— *i]};
n n
P =
7 7T 7 bis 7 7
{z (cos[= #i] - (r- = »i) sin[=»i] - (7~ = #i) Cos[ = #i] x =),
n n n n n n
7 7 7
r (Sin[— *i] + (7r— e *i) Cos[— *i] -
n n n
bis bis 7
Input > (ﬂ——*i) Sin[—*i]*—)};
n n n

q={r (Cos[%*i] - (n—%*i) *Sin[%*i]),
r (Sin[%*i] + (ﬂ—%*i) *Cos[%*i])};
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MDMovie[ Show[flache, Graphics[Line[{b, p, q, b}11],
AspectRatio -> Automatic], {i, 0, n, 0.05}];

Star > _Stopa

Neues Kapitel  Kapitel I6schen

\X@' Drucken  Offnen / SchlieRen

Erzeuge deinen eigenen surfing GUIDE fur Mathematik!
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